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Новые результаты анализа эффективности 
устройств корреляционного типа

В статье рассматривается задача обнаружения флюктуирующих 

коррелированных сигналов на фоне некоррелированного шума 

с использованием вероятностного анализа четырёх типов корреляторов 

для малых выборок наблюдения. Впервые расчёт порогов для малых 

вероятностей ложных тревог на выходе четырёх обнаружителей 

корреляционного типа произведён аналитически, а вероятности 

правильного обнаружения рассчитаны моделированием в системе 

MATLAB.

Рис. 1. Зависимость вероятности ложной 

тревоги F от порога L для N = 8 в устройстве 

с ОМП (  – аналитика,  – моделирование)

Владимир Бартенев (Москва)

ВВЕДЕНИЕ

Рассмотрим четыре устройства 

корреляционного типа, в которых 

используются умножители-накопи-

тели. Прежде всего, это устройство 

с алгоритмом оценки максимального 

правдоподобия (ОМП) модуля коэф-

фициента корреляции, затем – с упро-

щённым алгоритмом оценки с умно-

жителем и когерентным накопите-

лем, далее – на основе умножителя 

и бинарного накопителя и, наконец, 

наиболее простой в реализации кор-

релятор, на который подаются жёст-

ко ограниченные сигналы, с после-

дующим когерентным накоплени-

ем. В некотором смысле это типовые 

устройства,  входящие в состав различ-

ных радиотехнических систем [1, 2]. 

Как правило, их эффективность ана-

лизируется при помощи статистиче-

ского моделирования, так как нели-

нейная операция умножения приво-

дит к изменению вида распределений 

на выходе устройств и существенно-

му усложнению их анализа. Если точ-

ность расчёта вероятности правильно-

го обнаружения характеристик допу-

скает моделирование, то для малых 

вероятностей ложных тревог точность 

расчёта с помощью статистического 

моделирования становится недопусти-

мо низкой. По этой причине и была 

предпринята попытка впервые найти 

аналитические выражения для расчё-

та низких вероятностей ложных тре-

вог для нелинейных устройств корре-

ляционного типа при использовании 

малых выборок наблюдений.

КОРРЕЛЯТОР С КОГЕРЕНТНЫМ 
НАКОПЛЕНИЕМ И НОРМИРОВКОЙ

В качестве первого алгоритма 

с умножителем на входе рассмот рим 

способ сравнения с порогом оцен-

ки максимального правдоподобия 

(ОМП) модуля коэффициента кор-

реляции в соответствии с приведён-

ной далее формулой. В числителе (1) 

производится умножение с когерент-

ным накоплением, а в знаменателе – 

нормировка к мощности входных 

сигналов:

 (1)

 , 

где  – оценка модуля коэффициента 

корреляции, N – число накоплений по 

независимым выборкам. Z1
j
 = x1

j
 + iy1

j
, 

Z2
j
 = x2

j
 + iy2

j
 – комплексные выбор-

ки сигналов на входе умножителя, раз-

несённых по времени или частоте 

в виде аддитивной смеси шума и кор-

релированного сигнала. Квадратур-

ные компоненты шума имеют нор-

мальное распределение с дисперси-

ей равной 1 и средним значением  

равным 0.

Для нахождения вероятности ложной 

тревоги на выходе данного устройства 

с помощью распределения оценки 

модуля коэффициента корреляции  

нужно воспользоваться распределени-

ем Уишарта. Такое распределение полу-

чено в работе [1]:

 (2)

  .

Пороги для заданной вероятности 

ложной тревоги при воздействии 

шума найдём аналитически для R = 0. 

Очевидно, что для R = 0 распределе-

ние (2) можно представить в более 

простом виде:

 . (3)

Используя (3), можно получить форму-

лу для вероятности ложной тревоги F как 

вероятности превышения  порога L:

 F(L) = (1 – L
2
)

N – 1
. (4)

Для верификации данной формулы 

было проведено моделирование это-

го устройства с расчётом F для разных 

значений порога L и N = 8 (см. рис. 1). 

Результаты моделирования совпада-

ют с аналитическими расчётами для 

невысоких порогов. В таблице 1 указа-

ны пороги L для оптимального обнару-

жителя при разных N.

Благодаря нормировке пороги для 

данного устройства не зависят от мощ-

ности шума на входе, т.е. данный алго-

ритм обладает свойством стабилизации 

вероятности ложной тревоги.

Таблица 1. Пороги L для оптимального 

обнаружителя при разных N

F \ N 8 16 32

10–1 0,534 0,377 0,267

10–6 0,927 0,775 0,599

L

0
0,48 0,5 0,520,54 0,560,58 0,620,640,66 0,680,6

F

0,02

0,04

0,06

0,08

0,1

0,12

0,14

0,16
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Lо

3,2 3,3 3,4 3,5 3,6 3,7 3,8 3,9 4,24,14

F о

0,3

0,25

0,2

0,15

0,1

0,35

0,08

F Б

0,1

0,12

0,14

0,16

0,18

0,2

0,22

LБ

0,5 0,520,540,56 0,58 0,6 0,640,660,68 0,70,62
Lу

0,08
7 7,2 7,4 7,6 7,8 8 8,4 8,6 8,8 98,2

F у

0,1

0,12

0,14

0,16

0,18

0,2

0,22

КОРРЕЛЯТОР ТОЛЬКО 
С КОГЕРЕНТНЫМ НАКОПЛЕНИЕМ

Упростим алгоритм (1), применив 

только умножитель с когерентным 

накоплением, т.е. исключив из знамена-

теля алгоритма ОМП достаточно трудо-

ёмкую операцию нормировки, как это 

следует из формулы (5):

 (5)

 .

Данный алгоритм был рассмотрен 

в [2], где было получено выражение для 

распределения оценки 
 
для шумовой 

выборки:

 . (6)

В данное распределение входит гам-

ма-функция Г(N) и модифицирован-

ная функция Бесселя  поряд-

ка N – 1.

Из (6) можно получить выражение 

для вероятности ложной тревоги:

 . (7)

Для верификации данной формулы 

было проведено моделирование кор-

реляционного обнаружителя с рас-

чётом F
y
 для разных значений поро-

га L
y
 и N = 8 (см. рис. 2). Результаты 

моделирования достаточно хорошо 

совпадают с аналитическими расчё-

тами. В таблице 2 показаны пороги L
y
 

для упрощённого алгоритма при раз-

ных N.

КОРРЕЛЯТОР С БИНАРНЫМ 
НАКОПЛЕНИЕМ

Ещё большего упрощения алгорит-

ма (1) можно достигнуть, использовав 

умножитель с бинарным накоплени-

ем, вообще исключив из оптимально-

го алгоритма операцию полноразряд-

ного когерентного суммирования 

и заменив её критерийной обработ-

кой. В данном случае порог на выходе 

такого устройства рассчитывается толь-

ко для критерия N превышений поро-

га из N выборок. Таким образом, вна-

чале использовалась формула (7) для 

N = 1 для расчёта вероятности превы-

шения порога после умножителя без 

накопления:

 F
y
(L

1
) = LK

1
(L

1
), (8)

а затем вероятность на выходе бинар-

ного накопителя для критерия N из N 

по формуле:

 F
Б
(L

Б
) = {L

1
K

1
(L

1
)}

N
. (9)

Для верификации данной форму-

лы было проведено моделирование 

бинарного обнаружителя с расчётом F
Б
 

для разных значений порога L
Б
 и N = 8 

(см. рис. 3). Результаты моделирования 

хорошо совпадают с аналитическими 

расчётами.

В таблице 3 приведены пороги L
Б
 для 

бинарного корреляционного обнару-

жителя при разных N.

КОРРЕЛЯТОР С ЖЁСТКИМ 
ОГРАНИЧЕНИЕМ НА ВХОДЕ

Чтобы избежать оценки мощности 

шума и нормировки к нему в алгорит-

ме (1) для стабилизации вероятности 

ложной тревоги, можно воспользо-

ваться жёстким ограничением сигна-

лов на входе умножителя. В данном слу-

чае вероятность превышения порога на 

выходе шумом у такого устройства опи-

сывается следующей формулой, полу-

ченной в [5]:

 , (10)

где J
0
, J

1
 – функции Бесселя нулевого 

и первого порядка соответственно.

Интегрирование в формуле (10) осу-

ществлялось в системе MATLAB c помо-

щью функции quadgk. Дополнительно 

было применено приближённое выра-

жение (11), которое представляет раз-

ложение (10) в ряд Эджворта:

 

.

 (11)

К сожалению, с помощью прибли-

жённого выражения (11) результат 

вычислений совпадает с формулой (10) 

только для вероятности ложной трево-

ги 10
–1

. Для верификации полученной 

Таблица 2. Пороги L
y
 для упрощённого 

обнаружителя при разных N

F \ N 8 16 32

10–1 8,67 12,25 17,21

10–6 26,37 34,11 45,51

Рис. 2. Зависимость вероятности ложной 

тревоги F
у 
от порога L

y
 для N = 8 

в упрощённом обнаружителе (  – аналитика, 

 – моделирование)

Таблица 3. Пороги L
Б
 для бинарного 

корреляционного обнаружителя при разных N

F \ N 8 16 32

10–1 0,67 0,427 0,26

10–6 2, 55 1,48 0,89

Рис. 3. Зависимость вероятности ложной 

тревоги F
Б
 от порога L

Б
 для N = 8 

в обнаружителе с бинарным накоплением 

(  – аналитика,  – моделирование)

Таблица 4. Пороги L
o
 для умножителя с 

ограничением при разных N

F \ N 8 16 32

10–1 4,24 5,99 8,57

10–6 7,82 13,28 19,99

Рис. 4. Зависимость вероятности ложной 

тревоги F
o
 от порога L

o
 для N = 8 в устройстве 

с жёстким ограничением сигналов на входе  

(  – аналитика,  – моделирование)
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формулы было проведено моделирова-

ние данного устройства с расчётом F
o
 

для разных значений порога L
o
 и N = 8 

(см. рис. 4). Результаты моделирования 

подтверждают аналитические расчёты.

В таблице 4 приведены пороги L
o
 для 

умножителя с ограничением при раз-

ных N.

ХАРАКТЕРИСТИКИ 
ОБНАРУЖЕНИЯ СРАВНИВАЕМЫХ 
КОРРЕЛЯЦИОННЫХ УСТРОЙСТВ

Получив впервые столь ценные кор-

ректные расчётные данные для малых 

вероятностей ложной тревоги, было 

бы правильно рассчитать для сравни-

ваемых корреляционных устройств 

и характеристики обнаружения флюк-

туирующего коррелированного сиг-

нала. Это и было сделано с помощью 

моделирования в системе MATLAB. На 

рисунках 5 и 6 показаны вероятности 

правильного обнаружения флюктуи-

рующего сигнала с коэффициентом 

корреляции 0,9 для четырёх рассма-

триваемых устройств соответственно, 

для N = 8 и вероятности ложной трево-

ги 10
–1

, и N = 32 и вероятности ложной 

тревоги 10
–6

.

ВЫВОДЫ

Используя аналитические выражения 

для распределений на выходе для четы-

рёх типов нелинейных устройств, впер-

вые удалось рассчитать точные значе-

ния порогов для малых вероятностей 

ложной тревоги при небольшом числе 

накоплений после умножения (8...32), 

при котором выходное распределение 

рассматриваемых устройств корреля-

ционного типа существенно отличает-

ся от нормального. Рассчитаны харак-

теристики обнаружения сравниваемых 

устройств. Данные расчёты могут быть 

использованы при анализе эффектив-

ности нелинейных устройств корре-

ляционного типа. Показано, что наи-

большей эффективностью в пороговом 

сигнале для вероятности правиль-

ного обнаружения 0,5 и вероятности 

ложной тревоги 10
–1

 и 10
–6

 обладает 

обнаружитель с умножителем и коге-

рентным накоплением. По сравнению 

с обнаружителем ОМП, этот выигрыш 

может достигать 3...6 дБ. Такое ухуд-

шение эффективности обнаружите-

ля ОМП можно объяснить необходи-

мостью оценивания дополнительных 

случайных параметров в знаменателе 

формулы (1). Это, своего рода, плата за 

инвариантные свойства данного алго-

ритма к изменениям мощности шума 

на входе, что обеспечивает стабилиза-

цию вероятности ложной тревоги на 

выходе обнаружителя ОМП. Использо-

вание же умножителя с бинарным нако-

пителем и жёстким ограничением при-

водит к большим потерям в пороговом 

сигнале.
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Рис. 5. Зависимость вероятности правильного 

обнаружения коррелированного сигнала (R = 0,9) 

для N = 8 и вероятности ложной тревоги 10–1 

в устройствах типа МОП ( ), упрощённый МОП ( ), 

с бинарным накоплением ( ) и с жёстким 

ограничением сигналов на входе (+)
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Рис. 6. Зависимость вероятности правильного 

обнаружения коррелированного сигнала (R = 0,9) 

для N = 32 и вероятности ложной тревоги 10–6 

в устройствах типа МОП ( ), упрощённый МОП ( ), 

с бинарным накоплением ( ) и с жёстким 

ограничением сигналов на входе (+)


